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XII 
Problema I (10 puncte) 

Demonstraţi că funcţia ( ) 2

2: , arcsin
1

xf f x
x

→ =
+

¡ ¡  admite primitive şi determinaţi o primitivă a sa. 

*** 
 
Soluţie. 

Cum [ ]2

2 1,1 , ,
1

x x
x

∈ − ∀ ∈
+

¡  funcţia f este bine definită şi se poate scrie ca o compunere de două funcţii continue. 

Rezultă că f este continuă, deci admite primitive. (2p) 

Pentru determinarea primitivelor, folosim metoda integrării prin părţi. Avem că ( )
2

2 2

2 1
1 1

xf x
x x

−′ = ⋅
+ −

, deci 

trebuie considerate separat intervalele ( ) ( ), 1 , 1,1−∞ − −  şi ( )1,∞ . (2p) 

Pentru ( )1,x ∈ ∞ , ( )2
2 2 2 2
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+ + + +∫ ∫  şi analog se proce-

dează pe celelalte două intervale. Obţinem că o primitivă a lui f are forma  
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.  (3p) 

Constantele 1C  şi 2C  se determină din condiţia de continuitate a lui F, obţinând 1 2ln 2C =  şi 2 0C = . (2p) 
 

Problema a II-a (10 puncte) 

Fie G un grup de ordin , 4n n ≥ , cu proprietatea că există ,1m m n∈ < <¥ , astfel încât G conţine exact 
1

1
m
nC −

−  subgrupuri de ordin m . Demonstraţi că grupul G este abelian. 
Marius Tărnăuceanu, Iaşi 

 

Soluţie. 
Considerăm submulţimile lui G care conţin elementul neutru e şi încă 1m −  elemente din { }\G e . Numărul acestor 
submulţimi este 1

1
m
nC −

− , deci toate aceste submulţimi sunt subgrupuri ale lui G. (3p) 
Dacă, prin absurd, 2m > , fie { }, \ ,x y G e x y∈ ≠ ; cum 3 2 1n m− ≥ − ≥ , putem alege 2m −  elemente distincte din 

{ }\G e , fie acestea 1 2 2, ,..., ma a a − . Notăm { }1 1 2 2, , , ,..., mH e x a a a −=  şi { }2 1 2 2, , , ,..., mH e y a a a −= . Avem că 1 1xa H∈  
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(deoarece 1H  este sugrup), 1xa e≠  (altfel 1

1 2x a H−= ∈ ), 1xa x≠  (în caz contrar, 1a e= ) şi 1 , 2, 2ixa a i m≠ = −  
(altfel 1

1 2ix a a H−= ∈ ). (3p) 
Contradicţia la care am ajuns arată că 2m = , deci 2 ,a e a G= ∀ ∈ . Această condiţie conduce la comutativitatea lui 
G. (3p) 
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